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УДК 330.46 Н. А. Красовский, А. М. Тарасьев 
 

Анализ проблемы снижения атмосферных загрязнений  
в рамках игровой модели аукционного типа 

 
Рассматривается проблема снижения атмосферных загрязнений в рамках игровой модели 
переговорного процесса. Переговорный процесс представляется в виде аукциона, в кото-
ром информационное бюро (аукционер) собирает информацию от стран – участников 
аукциона о возможностях снижения эмиссий и формирует ценовые предложения. Стра-
ны-участники максимизируют собственные функции полезности в ответ на предложен-
ные цены. В рамках аукционной модели вводится понятие рыночного равновесного ре-
шения, сочетающего конкурентные и кооперативные свойства. Предлагается алгоритм 
нахождения рыночного равновесия, который иллюстрируется игровой ситуацией между 
странами Европейского Союза и Россией. 
Ключевые слова: модели снижения загрязнений; динамические игры; равновесные си-
туации; алгоритмы поиска равновесия. 

 
Введение. В работе рассматривается игровая модель аукционного типа, свя-

занная с нахождением точек равновесия. Такие равновесные точки обладают как 
конкурентными, так и кооперативными свойствами. Рассматриваемая постановка 
имеет основание в реальных экономических процессах, в которых поиск равнове-
сия производится при обмене информацией между игроками. Например, к такой 
постановке относится проблема нахождения обменного равновесия между аген-
тами, которые производят и потребляют общественные блага. Другим примером 
может являться переговорный процесс аукционного типа. В этих процессах оцен-
ки и производственные стоимости каждого из агентов неизвестны другим. Каж-
дый игрок может только сотрудничать, участвуя в производстве общественного 
блага (сотрудничество в виде денежного платежа не допускается). В качестве 
примера можно указать на события в Нидерландах, где жители местности, нахо-
дящейся под угрозой затопления, объединили усилия в сооружении плотин. В ка-
честве другого примера можно привести многосторонние переговоры об обоюд-
ном разоружении. Важным примером являются переговорные процессы по сни-
жению эмиссий вредных веществ в атмосферу. 

В данной работе внимание уделяется, главным образом, международному со-
трудничеству по защите окружающей среды. Многие сотрудничества такого рода 
имеют форму соглашений между правительствами стран по обоюдному сниже-
нию эмиссий парниковых газов на трансграничных территориях. Примерами мо-
гут служить Второй Протокол о сокращении выбросов серы (1994 год), Киотский 
Протокол (1997) и Копенгагенская конференция ООН по изменению климата 
(2009). Обязательства протоколов могут сильно варьироваться. Например, во Вто-
ром Протоколе о сокращении выбросов серы запланировано снижение к 2010 году 
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совокупного среднего уровня выбросов на 87 % по сравнению с 1980-м. Цель же 
ограничений Киотского Протокола – снижение выбросов к 2012 году на 5,2 % по 
сравнению с уровнем 1990-го. 

Такая разница в цифрах ставит вопрос о том, возможно ли разработать проце-
дуры для улучшения процесса переговоров, которые уточняли бы параметры со-
глашений, приемлемые для всех участников. 

В экономической теории нередко пренебрегают такого рода проблемами.  
В основном экономисты рассматривают вопрос существования стимула для уча-
стия в соглашении. Такие выводы о создании коалиции и ее стабильном состоя-
нии обсуждаются в работе [12]. Более близки к нашей теме работы [13; 18], в ко-
торых предлагаются алгоритмы нахождения равновесных решений. Такие конст-
рукции определяют обязательства участников по снижению эмиссий. Недостаток 
такого подхода состоит в том, что денежные трансферы между участниками во-
влечены в поиск кооперативного решения. 

Наше внимание сконцентрировано, главным образом, на случае обоюдного 
трансграничного загрязнения, при котором страны «платят» друг другу снижени-
ем эмиссий в качестве «услуги за услугу». 

С математической точки зрения рассматривается задача динамической некоо-
перативной игры [1–3; 9–11] нескольких участников, в которой игроки (прави-
тельства соседних стран) осуществляют торговлю квотами по снижению эмиссий 
парниковых газов. Вводится определение рыночного равновесия, комбинирующе-
го свойства равновесий Нэша и Парето [1–2]. Предлагается алгоритм поиска ры-
ночного равновесия, который сдвигает конкурентное равновесие по Нэшу к коо-
перативному максимуму Парето в эволюционной динамике [5; 9]. Алгоритм ин-
терпретирован в форме повторяющегося аукциона, в котором аукционер не имеет 
информации о функциях затрат и функциях экологического эффекта от снижения 
выбросов для стран-участников. Участники аукциона не располагают информаци-
ей о функциях затрат и функциях экологического эффекта других стран-
участников. В каждом раунде аукциона участникам предлагаются индивидуаль-
ные ставки по снижению выбросов. Участники по предлагаемым ставкам произ-
водят максимизацию своих функций полезности и передают аукционеру свои 
наилучшие ответы. Рассматривается стратегия аукционера, которая создает усло-
вия достижения рыночного равновесия. С точки зрения теории игр повторяющий-
ся аукцион описывает процесс обучения в некооперативной повторяющейся игре 
при дефиците информации [4; 10; 15]. 

Разработанный алгоритм реализован в программном комплексе, созданном в 
среде MATLAB. Предлагаемая разработка ориентирована на построение равно-
весных решений в играх аукционного типа, в которых конструируются оптималь-
ные пропорции по снижению загрязнений в целях защиты окружающей среды. 
Для компьютерного эксперимента рассматривалась игровая ситуация между стра-
нами Европейского Союза и Россией. В рамках сотрудничества с Международ-
ным институтом прикладного системного анализа (IIASA, Австрия) были получе-
ны реальные данные о функциях затрат и функциях экологического эффекта и на 
основе этого калиброваны их параметры модели. 

Описание модели. В работе представлена комбинация математической моде-
ли некооперативных игр и экономической модели «торговли» [6–8; 16–17; 19–20] 
между соседними странами, при которой «товаром» являются снижения эмиссий 
парниковых газов соседних стран. Основная идея заключается в том, что страна i  
желает снизить эмиссии на своей территории лишь в случае если в обмен на это 
она получает достаточное снижение загрязнений, «импортированных» из сосед-
них стран, ni ,...,1 . Каждая страна стремится максимизировать свою функцию 
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полезности, в которой затраты на снижение эмиссий сбалансированы с пользой от 
экологического эффекта. 

Проблема, которую предстоит решить аналитически, состоит в том, сущест-
вует ли состояние равновесия при таком многостороннем обмене снижения эмис-
сий. Назовем такое состояние «рыночным равновесием». При существовании та-
кого равновесия следующий вопрос состоит в том, при каких условиях такое ре-
шение оптимально согласно максимуму Парето [1–2]. 

Алгоритмы сформулированы в виде элементов аукциона. Аукционер предла-
гает конкретные для каждой страны цены или обменные курсы, которые опреде-
ляют количественное снижение эмиссий на собственную территорию, которое 
страна i  получит за счет снижения собственных эмиссий на одну единицу. Стра-
ны-участники отвечают одновременно, определяя снижение эмиссий, которые 
они желают произвести за предлагаемую цену. В переговорном процессе аукцио-
нер имеет информацию о коэффициентах перемещения эмиссий между странами-
участниками. Он использует их, чтобы перевести снижение эмиссий, предложен-
ных странами, в итоговую загрузку конкретной страны загрязнениями. Аукционер 
не имеет точной информации о функциях полезности стран-участников. У него 
могут быть лишь приблизительные оценки темпов их роста. Аукционер учитыва-
ет предложенные странами-участниками снижения эмиссий и текущее загрязне-
ние и сравнивает их с требуемыми. В случае большого отклонения между «пред-
ложением» и «спросом» он предлагает новые цены. Со своей стороны, участники 
отвечают снижением эмиссий, опираясь лишь на свои функции полезности. С ма-
тематической точки зрения аукцион можно интерпретировать как декомпозици-
онный алгоритм поиска равновесия [6]. Отметим, что в работе [7] даны техниче-
ские детали алгоритма, которые здесь находят свои приложения для экономиче-
ской игровой ситуации по торговле эмиссиями между странами Европейского 
Союза и Россией. 

Предложенная торговля снижением эмиссий с точки зрения теории игр может 
рассматриваться как некооперативная игра между странами. Ситуация рыночного 
равновесия рассматривается как одна из приемлемых в игре и представляет собой 
комбинацию классических понятий равновесия по Нэшу и Парето. 

Ситуации равновесия. Мы имеем дело с моделью торговли снижением 
эмиссий. В модели задействовано n  стран и аукционер. Каждая страна i  контро-
лирует собственную величину снижения эмиссий, 0ix . Страна i  заинтересова-
на в максимизации собственной функции полезности iw , заданной формулой 
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Здесь  nxxx ,...,1  – полный вектор снижения эмиссий,  ii xC  – функция за-

трат страны i  на снижение эмиссий ix ,   
n
i jjii xaB 1  – функция экологического 

эффекта, который получает страна i  благодаря общему снижению загрязнения на 
ее территории,  

n
i jji xa1 , и jia  – это транспортный коэффициент, т. е. часть про-

мышленных выбросов страны j , перенесенных на территорию страны i . Предпо-
лагается, что 0jia  и 11  

n
i jji xa . Каждая функция затрат iC  выпукла и моно-

тонно возрастает. Каждая функция экологического эффекта iB  строго вогнута и 

монотонно возрастает, а также имеется уровень насыщения iy , который остается 
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постоянным на интервале  ,iy . Считается, что функции iC  и iB  дважды диф-
ференцируемы, что подразумевает 

 
0)(  ii xC , 0)(  ii xC  0ix ; (2) 

 
0)(  ii yB , 0)(  ii yB  ii yy 0 , 0)(  ii yB  ii yy  . (3) 

 
Мы видим процесс нахождения вектора снижения эмиссий x  как некоопера-

тивную игру между странами с участием n  игроков. Допустимые стратегии стра-
ны i  – снижение эмиссий 0ix , а функция полезности iw . Мы предполагаем, 
что при торговле снижениями эмиссий (на международных переговорах), что эк-
вивалентно поиску решения игры, делегат от страны i  полностью информирован 
о транспортной матрице 
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а также о функции полезности страны, которую он представляет ( iw ). И практи-
чески не имеет информации о функциях полезности других стран. Участники на-
чинают игру с начальным вектором снижения эмиссий 00 x . Вектор снижения 
эмиссий  nxxx ,...,1  положителен, если nxx ,...,1  положительны. 

Предположим, что рыночное равновесие является желаемым решением игры. 
 

Определение 1. Назовем рыночным равновесием вектор положительного сни-
жения эмиссий  M

n
MM xxx ,...,1 , если для каждой страны i  функция 

 M
i xw  0λ   достигает максимума при 1λ  , 

 
 0λ:)λ(maxarg1  M

i
M xwx , 

что эквивалентно 
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i ),...,1( ni  . (4) 

Отношение (4) показывает, что Mx  является решением уравнений 
 

  0,  xxwi  ni ,...,1 , (5) 

 
где ...  означает скалярный продукт n -мерного векторного пространства. 

Учитывая определение iw  (1), уравнение (5) можно представить в виде 
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Уравнение (6) описывает множество n  кривых. Они показывают, какое сни-

жение эмиссий ix  желает осуществить страна i  взамен на ответное снижение 

 
n
j jji xa1 , которое она получает благодаря снижению эмиссий всеми другими 

странами. 
Коэффициент 
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определяет обменный курс (для вектора снижения эмиссий x ). Он показывает ко-
личественное снижение на собственную территорию, которое страна i  получит за 
счет снижения собственных эмиссий на одну единицу. Используя обменный курс, 
представим (6) как 
 

    0 iiiiii xpBpxC  (8) 

 
и таким образом перейдем к следующей характеристике рыночного равновесия: 
вектор положительных снижений эмиссий x  называется рыночным равновесием 
тогда и только тогда, когда он является решением системы алгебраических урав-
нений (8), в которой ip  задано формулой (7). 

Основной задачей исследований является разработка алгоритмов построения 
ситуаций рыночных равновесий (4)–(8). 

Компьютерное моделирование. Алгоритм реализован в программе, напи-
санной в среде MATLAB. Для компьютерного эксперимента рассматривается иг-
ровая ситуация между странами Европейского Союза (EU) и Россией (RU). Ана-
логично работам [14; 21] идентифицируются функции затрат ( EUC , RUC ) и функ-
ции экологического эффекта ( EUB , RUB ) и эконометрически калибруются их 
коэффициенты. 

Пользуясь формулой (1), представим полученные функции полезности для 
этих стран ( EUw , RUw ) в виде уравнений 
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Для рассматриваемой модели на основе реальных данных построены ситуации 
равновесия по Нэшу NE и множество точек максимума по Парето PM. На рис. 1 
показано, что в множестве точек максимума по Парето имеются как точки, доми-
нирующие точку равновесия Нэша по обоим критериям (выделены жирной лини-
ей), так и точки, не обладающие этим свойством (указаны тонкими линиями). Ис-
комая точка рыночного равновесия находится в доминирующей зоне множества 
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Парето, и именно в нее требуется произвести сдвиг из точки равновесия Нэша на 
основе переговорного процесса аукционного типа.  

 
 

Рис. 1. Ситуация равновесия NE и множество точек максимума Парето PM 
 
Проведены расчеты, представленные на рис. 2, для кривых BR1 и BR2 наи-

лучших ответов игроков, на основе которых игроки вырабатывают свои ставки в 
аукционе. Эти кривые соединяют в точках пересечения равновесие Нэша и ры-
ночное равновесие. 

 
 

Рис. 2. Кривые BR1 и BR2 наилучших ответов игроков аукциона 
 
Полученные результаты моделирования траектории переговорного процесса 

представлены на рис. 3. Здесь показаны ситуация равновесия по Нэшу NE, мно-
жество точек максимума по Парето PM, линии реакции конкурентов BR1 и BR2, 
точка рыночного равновесия в их пересечении ME, начальная точка IP и траекто-
рия алгоритма TA, ведущая аукцион к рыночному равновесию ME из любой на-
чальной точки IP. В частности, начальная точка IP может быть расположена в 
равновесии Нэша NE, и тогда траектория TA сдвигает равновесие Нэша NE в ры-
ночное равновесие ME на основе аукциона. 
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Рис. 3. Траектория TA поиска рыночного равновесия ME 

 
Отметим в заключение, что разработанные алгоритмы и программы для аук-

ционного процесса могут быть использованы для оценки оптимального экономи-
ческого развития регионов при сохранении приемлемого уровня окружающей 
среды или для анализа договоренностей в переговорных процессах об объемах 
поставок на энергетических рынках (рынках нефти). В связи с этим они могут 
быть востребованы агентствами, занимающимися этой проблематикой. 
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Analysis of the Emission Reduction Problem within a Game Model  
of the Auction Type 

 
The problem of emission reduction is considered within a game model of negotiation process. 
Negotiation process is presented as an auction in which an informational bureau (auctioneer) 
collects information among countries (auction participants) on their abilities to reduce emissions 
and forms price offers. Counties-participants maximize their own utility functions in response to 
proposed prices. The notion of the market equilibrium solution, which combines competitive 
and cooperative properties, is introduced within the framework of the auction model. An algo-
rithm for searching the market equilibrium is proposed and illustrated by the game situation be-
tween European Union countries and Russia. 
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