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УДК 330.46 Н. А. Красовский , А. М. Тарасьев 
 

Построение равновесных траекторий  
в динамических биматричных координационных играх1 

 
В работе рассматривается задача построения равновесных траекторий в динамических 
биматричных координационных играх. Cчитается, что игроки распоряжаются движением 
инвестиционных средств, которое обладает свойством инертности по отношению к по-
ступающим сигналам управления. Стратегии управления строятся на основе принципа 
обратной связи из теории дифференциальных игр, развиваемой в школе Н. Н. Красовско-
го. Исследуется универсальная постановка игровой задачи, в которой динамика управля-
емой системы функционирует на бесконечном временном горизонте, а функционалы ка-
чества игроков определяются как предельные значения математических ожиданий выиг-
рышей биматричных игр. Решение задачи построения равновесных траекторий 
осуществляется в рамках теории дифференциальных игр и теории обобщенных мини-
максных решений уравнений в частных производных типа Гамильтона–Якоби. Для про-
верки свойств стабильности построенных решений используется техника сопряженных 
производных. Предложен алгоритм построения равновесных траекторий на основе стра-
тегий управления, порожденных линиями переключения функций цены. Проводится ис-
следование асимптотического поведения равновесных траекторий, которое выявляет 
тренды, важные, например, для анализа динамики инвестиций. Предложенный подход 
генерирует новые качественные свойства равновесных траекторий и обеспечивает значе-
ния функционалов выигрыша, превосходящие значения конкурентных статических рав-
новесий по Нэшу. Полученный результат осуществляет идею сдвига динамической си-
стемы из неблагоприятного конкурентного равновесия по Нэшу к кооперативным точкам 
максимума Парето с лучшими значениями функционалов выигрыша. В качестве прило-
жения рассматривается модель инвестиций в газотранспортные системы Восточной Си-
бири, для которой строятся равновесные траектории, и проводится анализ эффективности 
вложений. 
Ключевые слова: динамические биматричные координационные игры; равновесные 
траектории; сопряженные производные функций цены; динамические игровые модели 
инвестиций. 

 
Введение 
Работа посвящена построению динамических равновесных траекторий в би-

матричных координационных играх. Динамика системы обеспечивает возмож-
ность управления поведением игроков с помощью управляющих сигналов [5; 6; 9; 
14; 16; 17; 19]. Предполагается, что действия игроков инертны в том смысле, что 
только часть средств может быть инвестирована в каждом временнóм периоде со-
гласно управляющим сигналам. Управляющие параметры в системе не фиксиро-
ваны априори и могут быть построены на принципе обратной связи в рамках тео-
рии дифференциальных игр [4; 7; 13; 18]. 

Игровая динамика рассматривается на бесконечном горизонте времени, и, со-
ответственно, функционалы качества игроков определяются как пределы средних 
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значений, вычисленных по матрицам выигрышей. Такая постановка задачи 
направлена на нахождение устойчивых ситуаций равновесия в играх, связанных с 
долгосрочными инвестициями [8]. 

Для решения задачи используются подходы к методам построения динамиче-
ского равновесия по Нэшу в неантагонистических позиционных дифференциаль-
ных играх, которые развивались в работах А.Ф. Клейменова [3] на основе универ-
сальных стратегий Н. Н. Красовского [7; 18]. 

Элементы динамического равновесия по Нэшу основаны на гарантированных 
обратных связях [7; 13; 18], которые можно получить в рамках теории обобщен-
ных минимаксных решений [11] для уравнений Гамильтона–Якоби. В работе ана-
литически строятся функции цены для серии дифференциальных игр и их свой-
ства стабильности верифицируются с помощью техники сопряженных производ-
ных [12]. Равновесные траектории генерируются управляющими линиями 
переключения функций цены. 

Асимптотические свойства равновесных траекторий исследуются для различ-
ных начальных положений динамической биматричной игры. Показано, что пред-
ложенный подход порождает новые качественные свойства для равновесных тра-
екторий и гарантирует лучшие значения функционалов выигрыша, чем реплика-
торная динамика в эволюционных играх или значения равновесия по Нэшу в 
статических биматричных играх. Отметим, что этот результат сочетается с идеей 
сдвига динамической системы из неблагоприятного равновесия по Нэшу к реше-
ниям максимума Парето или решениям с лучшими значениями функционалов вы-
игрыша [1; 2; 5; 6; 19; 20]. 

Эффективность разработанных алгоритмов демонстрируется приложениями 
для построения равновесной динамики взаимодействия игроков в биматричных 
координационных играх. В качестве примера выбрана модель инвестиций в два 
проекта строительства газопроводов в Восточной Сибири. Игроками выступают 
российская компания «Газпром» и «Китайская национальная нефтегазовая корпо-
рация». Объектами инвестиций являются две газотранспортные системы: «Саха-
лин–Хабаровск–Владивосток» и «Сила Сибири». Значения матриц выигрышей 
игроков при инвестициях в газотранспортные системы выражены в виде процент-
ных ставок и означают выгоду от соответствующих инвестиций. Значения доход-
ности инвестиций в этих матрицах основаны на реальных данных [10; 22; 23]. 

Рассматриваются два варианта биматричных координационных игр с разными 
матрицами выигрышей в соответствии с разными сценариями доходности инве-
стиций. В первом варианте равновесные траектории при любых начальных дан-
ных сходятся к точке равновесия по Нэшу с координатами (1,1), которая обладает 
кооперативными свойствами точек максимума Парето. Это означает, что инве-
стиционные средства в динамике переходят полностью в первый проект, которым 
является газотранспортная система «Сахалин». Во втором варианте равновесные 
траектории сходятся к точкам границы квадрата, которые также обладают коопе-
ративными свойствами точек максимума Парето. Значения функционалов выиг-
рыша игроков в предельных точках равновесных траекторий  имеют лучшие по-
казатели, чем в точке статического равновесия по Нэшу. 

Динамическая игра 
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, которая описывает дина-

мику поведения двух групп (коалиций) игроков или движение инвестиционных 
средств: 

 
Здесь параметры  и  определяют доли инвестицион-

ных средств, направляемых в соответствующий проект. Другая интерпретация 
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может быть связана с вероятностной постановкой, в которой параметры x и y за-
дают вероятности того, как выбранные игроки придерживаются своих выбранных 
стратегий. Управляющие параметры u и v удовлетворяют условиям 

 и являются сигналами, рекомендующими смену стратегий 

игроками. Например, значение  соответствует сигналу: «сменить 

первую стратегию на вторую». Значение  соответствует сигналу: 

«сменить вторую стратегию на первую». Значение  соответствует 

сигналу: «сохранять предыдущую стратегию». В частности, в игре, моделирую-
щей инвестиционный процесс, управляющие сигналы u, v задают движение 
средств из одного проекта в другой. 

Терминальные функционалы качества определяются как математическое 
ожидание выигрышей, задаваемых соответствующими матицами , 

,  в биматричной игре, и могут быть интерпретированы как «ло-

кальные» интересы игроков: 

 
в заданный момент времени T. Здесь параметры , ,  определяются в соот-

ветствии с классической теорией биматричных игр [1]: 

 
 
 

Функционал качества  второго игрока определяется аналогично в соответ-

ствии с коэффициентами матрицы B. 
«Глобальные» интересы  первого игрока определяются как предельные со-

отношения для функционалов качества на бесконечном горизонте планирования: 
, 

 

 
Интересы  второго игрока определяются аналогично. 

Рассматривается решение динамической игры на основе теории оптимального 
управления [21] и теории дифференциальных игр [7]. Следуя работам [3; 5; 6; 7; 
9], представим понятие динамического равновесия по Нэшу в классе позицион-
ных стратегий (обратных связей) , . 

Определение 1 
Пусть  и . Пара обратных связей 

,  называется равновесием по Нэшу для 

начального положения , если для любых других обратных связей 

,  выполняется следующее условие: неравенства 

 

 
выполняются для всех траекторий 
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Здесь символ X обозначает множество траекторий, которые стартуют из 
начальной позиции  и генерируются соответствующими стратегиями 

, , . 

Динамическое равновесие по Нэшу может быть построено путем склейки «по-
зитивных» обратных связей  и «наказывающих» обратных связей  в 

соответствии с соотношениями [3]: 

 

 
Функция цены для «позитивных» обратных связей 
Основное значение при построении динамического равновесия по Нэшу при-

надлежит «позитивным» обратным связям , которые гарантированно мак-

симизируют значения величин ,  на бесконечном горизонте времени . 

С этой целью строятся функции цены  в играх с нулевой суммой на беско-

нечном горизонте. Основываясь на методе обобщенных характеристик уравнений 
Гамильтона–Якоби, получим аналитическую структуру функции цены. В случае, 
когда , функция цены  определяется системой четырех функций: 

 

 

 
 

 
Здесь  является ценой статической игры с матрицей A. Функция цены  

представлена на рисунке 1. Здесь показаны линии , кото-

рые делят квадрат возможных ситуаций игры на области , в ко-

торых функция цены определяется функциями . Наиболее значимы-

ми из них являются линии , которые определяют смену сигналов в стра-

тегии управления и поэтому называются линиями переключения. 

 
Рис. 1. Структура функции цены  
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Показано, что функция цены  имеет свойства u-стабильности и v-

стабильности [7; 18], что может быть выражено в виде сопряженных производных 
[12]: 

 
 

 
 

Здесь сопряженные производные  и  и Гамильтониан H определя-

ются следующим образом: 

 

 
 

Модель 
Рассмотрим пример координационной игры. Напомним, что в таких играх 

функции выигрышей игроков не являются прямо противоположными и подразу-
мевают скоординированные решения. Например, такая ситуация описывает про-
цесс инвестирования в два аналогичных проекта. 

Возьмем для примера ситуацию инвестирования средств двумя компаниями в 
два проекта строительства газопроводов. Пусть первым игроком является россий-
ская компания «Газпром», вторым игроком «Китайская национальная нефтегазо-
вая корпорация». Компании инвестируют средства в два проекта: «Сахалин–
Хабаровск–Владивосток» и «Сила Сибири». 

 

 
 

Рис. 2. Газопроводы «Сахалин» и «Сила Сибири». (Источник: gazprom.ru)  
 
На рисунке 2 газопровод «Сахалин» показан сплошной линией, а газопровод 

«Сила Сибири» – пунктирной линией. 
Проект газотранспортной системы «Сахалин–Хабаровск–Владивосток» явля-

ется первой на востоке России межрегиональной газотранспортной системой. Она 
предназначена для доставки газа, добываемого на шельфе Сахалина, потребите-
лям Хабаровского и Приморского краев. Газотранспортная система создала усло-
вия для их масштабной газификации и поставок газа в страны Азиатско-
Тихоокеанского региона, в том числе в Китай. Для нашей модели важным обстоя-
тельством является то, что значительная часть этой газотранспортной системы до 
Владивостока уже построена. 
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Магистральный газопровод «Сила Сибири» будет транспортировать газ Ир-
кутского и Якутского центров газодобычи российским потребителям на Дальнем 
Востоке и в Китай («восточный» маршрут»). Этот проект отличается от проекта 
«Сахалин» тем, что значительная его часть еще не построена. 

Согласно источникам [23], средневзвешенная норма доходности (WACC) 
функционирующего газотранспортного проекта составляет 13 %. Предполагается, 
что при условии продления газопровода «Сахалин–Хабаровск–Владивосток» на 
территорию Китая компания «Газпром» на новом участке будет иметь 10%-ную 
доходность инвестиций, а Китайская компания будет иметь 16%-ную доходность 
с учетом равнодолевого участия. При этом доходность рассчитывается для дохо-
дов, полученных в валютно-экспортных торговых операциях. Если же продолже-
ние газопровода «Сахалин–Хабаровск–Владивосток» на территории Китая не бу-
дет функционировать, то Китайская компания получает нулевую доходность, а 
«Газпром» будет получать 7%-ную доходность с учетом инфляции и понижения 
курса рубля на функционирующей части газопровода в России. 

Согласно данным из работы [10] средневзвешенная норма доходности строя-
щегося проекта «Сила Сибири» составляет 17 %. В связи с этим доходность ком-
пании «Газпром» как собственника проекта может составить 23 %, а доходность 
китайской компании [22] составит 11% при условии равнодолевого участия.  
В случае если проект «Сила Сибири» не будет реализован, доходности обеих 
компании равны нулю. 

Указанные данные могут быть формализованы в матрицах биматричной игры. 
В этой игре выбор первой строки первым игроком (компанией «Газпром») озна-
чает инвестирование в проект «Сахалин», а второй строки – в проект «Сила Си-
бири». При этом выбор первого столбца вторым игроком («Китайская националь-
ная нефтегазовая корпорация») означает инвестирование им в проект «Сахалин», 
а второго столбца – в проект «Сила Сибири». Выигрыши игроков определяются 
как доходность от соответствующих инвестиций, выраженная в виде процентных 
ставок. Первая матрица (матрица A) соответствует выигрышам компании «Газ-
пром» (первого игрока), а вторая матрица (матрица B) описывает выигрыши Ки-
тайской компании (второго игрока).  

Таким образом, матрицы выигрышей первого и второго игрока задаются сле-
дующими параметрами, выражающими процентные ставки доходности инвести-
ционных проектов: 

 

 
 
Видно, что игроки ничего не выигрывают или выигрывают мало, если вкла-

дываются в разные проекты, и, наоборот, получают больше выгоды, когда вкла-
дываются в одинаковые проекты. 

Параметры статической биматричной игры определяются соотношениями: 
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Такой вариант биматричной игры подразумевает существование трех статиче-

ских равновесий по Нэшу [1]. 

 
 

Рис. 3. Равновесные траектории в биматричной координационной игре. Сценарий 1 
 

На рисунке 3 представлен случай с тремя статическими равновесиями по 
Нэшу N1, N2, N3 в биматричной координационной игре. Управляющие линии пе-
реключения KA, KB генерируются функцией цены, построенной с помощью тео-
рии обобщенных минимаксных решений уравнений Гамильтона–Якоби. Отметим, 
что линии переключения KA, KB связаны с седловыми точками SA, SB антагони-
стических матричных игр с матрицами A и B соответственно и ориентированы на 
вершины квадрата возможных ситуаций игры. Проведены вычислительные экспе-
рименты, в которых равновесные траектории T1, T2, T3, T4 начинают движение из 
начальных позиций IP1, IP2, IP3, IP4, расположенных в качественно различных об-
ластях игры. В рассматриваемом сценарии 1 линии переключения KA и KB не пе-
ресекаются, и поэтому, отсутствует точка пересечения, к которой могли бы схо-
диться равновесные траектории. В этом сценарии равновесные траектории имеют 
следующее качественное поведение: они двигаются вдоль характеристик уравне-
ний Гамильтона–Якоби, затем встречаются с линиями переключения KA или KB и 
после этого скользят вдоль этих линий в направлении точки равновесия по Нэшу 

, которая обладает также свойствами точек максимума Парето. Значения функ-

ционалов выигрыша обоих игроков в асимптотически предельной точке  равны 

следующим значениям процентных ставок доходности: 

 
которые выше значений ставок доходности в точке конкурентного равновесия по 
Нэшу : 

 
Таким образом, в сценарии 1 осуществляется сдвиг от неблагоприятного кон-

курентного равновесия по Нэшу  к благоприятному кооперативному равнове-

сию , обладающему свойством точки максимума Парето. 
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Рассмотрим второй сценарий игры, при котором матрицы выигрышей (про-
центных ставок доходности) игроков немного исправляются по сравнению с пер-
вым сценарием: 

 
Аналогично формулам решения статических биматричных игр [1] получаются 

следующие значения для координат седловых точек и точки равновесия по Нэшу 
: 

 
 

 
 

Рис. 4. Равновесные траектории в биматричной координационной игре. Сценарий 2 
 
На рисунке 4 показан случай, в котором линии переключения KA и KB пересе-

каются внутри квадрата возможных ситуаций игры. Отметим, что в сценарии 2 
точка пересечения линий переключения KA, KB не является притяжением равно-
весных траекторий, как это происходит в модели Курно [15]. Вычислительные 
эксперименты показывают, что равновесные траектории имеют следующее каче-
ственное поведение: они двигаются вдоль характеристик уравнений Гамильтона–
Якоби, затем встречаются с линиями переключения KA или KB и после этого 
скользят вдоль этих линий переключения до тех пор, пока не встретятся с грани-
цами единичного квадрата, которые обладают свойствами точек максимума Парето. 

Отметим, что в сценарии 2 предельные точки равновесных траекторий зависят 
от начальных позиций IP1, IP2, IP3, IP4, расположенных в качественно различных 
областях игры. Так, для начальных позиций IP1, IP2, IP3 траектории T1, T2, T3 схо-
дятся к точке F1, имеющей свойство максимума Парето и лежащей на левой гра-
нице квадрата. Для начальной позиции IP4 траектория T4 сходится к точке F2, 
имеющей свойство максимума Парето и лежащей на верхней границе квадрата. 

Во втором сценарии, так же как и в первом, значения функционалов выигры-
ша игроков (в виде процентных ставок доходности) в предельных точках F1, F2 
равновесных траекторий T1, T2, T3, T4 строго больше, чем значения функционалов 
выигрыша в точке конкурентного статического равновесия по Нэшу N2: 
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Очевидно, что и во втором сценарии происходит сдвиг от неблагоприятного 
конкурентного статического равновесия N2 к благоприятным точкам динамиче-
ского равновесия F1, F2, обладающим свойствами максимума Парето. 
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Construction of Equilibrium Trajectories  
in Dynamical Bimatrix Coordination Games 
 
The paper deals with the problem of construction of equilibrium trajectories in dynamical bima-
trix coordination games. Players manage the investment motion, which is inertial with respect to 
control signals. Control strategies are constructed via the feedback principle from the differen-
tial games theory, developed in N.N. Krasovskii’s scientific school. The universal formulation 
of the game problem is investigated, in which the dynamics of the controlled system operates on 
the infinite time horizon, and players’ functionals are determined as the limit of the expected 
values of bimatrix games payoffs. The solution for the problem of construction of equilibrium 
trajectories is implemented in the framework of the differential games theory and the theory of 
generalized minimax solutions of partial differential equations of the Hamilton-Jacobi type. The 
technique of conjugate derivatives is used to verify the stability property for the proposed solu-
tions. An algorithm for construction of equilibrium trajectories is designed based on control 
strategies, generated by switching lines of the value function. The asymptotic behavior of equi-
librium trajectories is investigated, which reveals important trends for the investments dynamics 
analysis. The proposed approach generates new qualitative properties of equilibrium trajectories 
and provides better results than values of competitive static Nash equilibria. The obtained result 
implements the idea for shifting the dynamical system from unfavorable competitive Nash equi-
libria to cooperative Pareto maximum points with better payoffs. As an application, a model of 
investments is examined for East Siberian gas pipeline projects, in which equilibrium trajecto-
ries are constructed and investment efficiency is analyzed. 
Key words: dynamical bimatrix coordination games; equilibrium trajectories; conjugate deriva-
tives of value functions; dynamical game models of investments. 

 


