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Аннотация. Работа посвящена анализу поведения равновесных траекторий в динами-
ческих биматричных играх, имеющих приложения для моделирования инвестиционных 
процессов. Рассматривается система дифференциальных уравнений, которая описывает 
эволюционную динамику поведения двух игроков на бесконечном горизонте времени.  
На первом шаге исследуются конструкции динамического равновесия по Нэшу, осно-
ванные на идее гарантирующих стратегий в смысле Н. Н. Красовского. Такие стратегии 
учитывают долгосрочные интересы игроков. На втором шаге рассматривается динамика 
наилучших ответов игроков, учитывающая краткосрочные интересы. В этом случае равно-
весная траектория сходится к точке статического равновесия по Нэшу. В качестве примера 
рассматривается модель биматричной игры на финансовом рынке, при которой игроками 
являются коалиции трейдеров (быки и медведи), имеющие две инвестиционные страте-
гии (вложение средств либо в акции, либо в облигации). На третьем шаге исследуется так 
называемая «смешанная» динамика, при которой первый игрок использует гарантирую-
щие стратегии, а второй игрок руководствуется стратегией динамики наилучших ответов. 
Для всех трех случаев строятся равновесные траектории и проводится сравнение значе-
ний функционалов выигрышей игроков в точках равновесия. Показано, что значение выи-
грышей траектории динамического равновесия по Нэшу лучше, чем свойства траектории 
динамики наилучших ответов. Также показано, что качественные характеристики в точке 
окончания движения равновесных траектории «смешанной» динамики доминируют над 
первыми двумя случаями. 

Ключевые слова: динамические биматричные игры, гарантирующие стратегии управ-
ления, динамика наилучших ответов, равновесные траектории, динамические игровые мо-
дели инвестиций
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Abstract. The paper analyzes the behaviour of equilibrium trajectories in dynamic bimatrix 
games that have applications for modelling investment processes. The authors consider a system 
of differential equations that describes the evolutionary dynamics of the behavior of two players 
on an infinite time horizon. First, based on the idea of guaranteeing strategies in the sense of 
N.N. Krasovskii, we study the constructions of dynamic Nash equilibrium. Such strategies take 
into account the long-term interests of players. At the second step, the dynamics of the players’ 
best replies is considered, taking into account short-term interests. In this case, the equilibrium 
trajectory converges to the point of static Nash equilibrium. As an example, we consider a model 
of a bimatrix game on the financial market, in which players are coalitions of traders (bulls and 
bears) with two investment strategies (investing in either stocks or bonds). At the third step, the 
so-called “mixed” dynamics is investigated, in which the first player uses guaranteeing strategies, 
and the second player is guided by the strategy of best reply dynamics. For all three cases, 
equilibrium trajectories are constructed and the values of payoff functionals of the players at the 
equilibrium points are compared. The findings show that the value of payoffs on the trajectory of 
dynamic Nash equilibrium is better than the properties of the trajectory of best reply dynamics. 
It is also demonstrated that the quality indices at the finite point of the movement for equilibrium 
trajectories of “mixed” dynamics dominate over the first two cases. 

Keywords: dynamic bimatrix games, guaranteeing control strategies, best reply dynamics, 
equilibrium trajectories, dynamic investments game models 

 
Введение
В работе проводится анализ поведения равновесных траекторий в динамических 

биматричных играх на бесконечном горизонте времени [Воробьев 1985; Basar, Olsder 
1991]. Такой анализ может быть использован для моделирования инвестиционных про-
цессов, в частности игры́ на финансовых рынках. 

В первой части статьи рассматривается эволюционная игра двух участников [Fried-
man 1991; Hofbauer, Sigmund 1988], динамика которой описывается системой диф-
ференциальных уравнений [Колмогоров 1938; Кряжимский, Осипов 1995]. Решение 
задачи основано на конструкциях из теории оптимального управления [Понтрягин, 
Болтянский, Гамкрелидзе, Мищенко 1961] и дифференциальных игр с использованием 
гарантирующих стратегий, предложенных академиком Н. Н. Красовским [Красовский 
1985; Krasovskii, Krasovskii 1995; Krasovskii, Subbotin 1988]. Вводится понятие дина-
мического равновесия по Нэшу [Клейменов 1993], строится функция цены, позици-
онные стратегии и линии переключения для равновесных траекторий [Субботин, Та-
расьев 1985; Красовский, Тарасьев 2016].

Во второй части исследования проводится анализ поведения равновесной траекто-
рии для динамики наилучших ответов игроков (аналогично модели Курно) [Intriligator 
1971]. При таком подходе равновесная траектория сходится к точке статического рав-
новесия по Нэшу, а сам подход учитывает лишь краткосрочные интересы игроков.

В качестве примера рассматривается игровая модель, описывающая поведение 
игроков (быки и медведи) на финансовом рынке акций и облигаций. Для такой игры 
проведен анализ доходности инвестиций в виде процентных ставок, основанный на 
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реальных данных. Приведено сравнение значений функционалов выигрышей игроков 
в точках окончания равновесных траекторий.

В третьей части приводится пример так называемой «смешанной» динамики, в ко-
торой первый игрок использует гарантирующие стратегии, а второй игрок руковод-
ствуется динамикой наилучших ответов. Показано, что качественные характеристики в 
точке окончания движения равновесных траектории «смешанной» динамики домини-
руют над первыми двумя случаями.

В Заключении отмечено, что гарантирующие стратегии, имеющие предвидящий 
(долгосрочный) характер, обладают свойствами, лучшими по сравнению с динамикой 
наилучших ответов игроков, которые учитывают краткосрочные интересы игроков. 
«Смешанная» динамика также наглядно демонстрирует превосходство гарантирую-
щих стратегий над стратегиями динамики наилучших ответов.

Эволюционная игра
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений, описывающую динамику по-

ведения двух игроков на рынке акций и облигаций:

0 0

0 0

( ) ( ) ( ),   ( ) ,
( ) ( ) ( ),   ( ) ,

x t x t u t x t x
y t y t v t y t y

= − + =
 = − + =





Здесь параметры x, 0 ≤ x ≤ 1 и y, 0 ≤ y ≤ 1 определяют вероятности того, как игроки 
придерживаются выбранных стратегий.

Управляющие параметры u и v удовлетворяют условиям 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1 и яв-
ляются сигналами, рекомендующими смену стратегий игроками. Например, значение  
u = 0 (v = 0) соответствует сигналу: «сменить первую стратегию на вторую». Значение 
u = 1 (v = 1) соответствует сигналу: «сменить вторую стратегию на первую». Значение 
u = x (v = y) соответствует сигналу: «сохранять предыдущую стратегию». В частности, 
в игре, моделирующей инвестиционный процесс, управляющие сигналы u, v задают 
движение средств из одного рынка в другой.

Терминальные функционалы качества определяются как математическое ожидание 
выигрышей, задаваемых соответствующими матицами A = {aij}, B = {bij}, i, j =1,2 в би-
матричной игре, и могут быть интерпретированы как «локальные» интересы игроков:

ɡA(x(T),y(T)) = CAx(T)y(T) – α1x(T) – α2y(T) + a22

в заданный момент времени T. Здесь параметры CA, α1, α2 определяются в соответ-
ствии с классической теорией биматричных игр [Воробьев 1985; Basar, Olsder 1991]:

CA = a11 – a12 – a21 + a22,
α1 = a22 – a12,
α2 = a22 – a21.

Функционал качества ɡB второго игрока определяется аналогично в соответствии с 
коэффициентами матрицы B.

«Глобальные» AJ ∞  интересы первого игрока определяются следующим образом:

, ,

liminf ( ( ), ( )),

limsup ( ( ), ( )).

A A

A At

A At

J J J

J g x t y t

J g x t y t
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−
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Интересы BJ ∞  второго игрока определяются аналогично.
Рассмотрим решение эволюционной игры на основе теории оптимального управ-

ления [Понтрягин, Болтянский, Гамкрелидзе, Мищенко 1961] и дифференциальных 
игр [Krasovskii, Subbotin 1988]. Следуя [Клейменов 1993], представим понятие дина-
мического равновесия по Нэшу в классе позиционных стратегий (обратных связей)  
U = u(t,x,y,ε), V = v(t,x,y,ε).

Определение
Пусть ε > 0 и (x0,y0) ∈ [0,1] × [0,1]. Пара обратных связей U0 = u0(t,x,y,ε),  

V0 = v0 (t,x,y,ε) называется равновесием по Нэшу для начального положения (x0,y0), если 
для любых других обратных связей U = u(t,x,y,ε), V = v(t,x,y,ε) соблюдается следующее 
условие: неравенства

( ) ( )
( ) ( )

0 0
1 1

0 0
2 2

( ), ( ) ( ), ( ) ,

( ), ( ) ( ), ( )

A A

B B

J x y J x y

J x y J x y

ε

ε

− +

− +

⋅ ⋅ ≥ ⋅ ⋅ −

⋅ ⋅ ≥ ⋅ ⋅ −

выполняются для всех траекторий

(x0(·),y0(·)) ∈ X(x0,y0,U
0,V0),

(x1(·),y1(·)) ∈ X(x0,y0,U,V0),
(x2(·),y2(·)) ∈ X(x0,y0,U

0,V).

где символ X обозначает множество траекторий, которые стартуют из началь-
ной позиции (x0,y0) и генерируются соответствующими стратегиями (U0,V0), (U,V0), 
(U0,V).

Динамическое равновесие по Нэшу может быть построено путем склейки «пози-
тивных» обратных связей 0 0,A Bu v  и «наказывающих» обратных связей 0 0,B Au v  в соответ-
ствии с соотношениями [Клейменов 1993]:

0 0
0

( ),|| ( , ) ( ( ), ( )) || ,
( , , , )

( , ),
A

B

u t x y x t y t
U u t x y

u x y

ε
ε ε ε

ε
 − <= = 


0 0
0

( ),|| ( , ) ( ( ), ( )) || ,
( , , , )

( , ),
B

A

v t x y x t y t
V v t x y

v x y

ε
ε ε ε

ε
 − <= = 


Функция цены для «позитивных» обратных связей
Основное значение при построении динамического равновесия по Нэшу принадле-

жит «позитивным» обратным связям 0 0,A Bu v , которые гарантированно максимизируют 
значения величин ɡA, ɡB на бесконечном горизонте времени T → ∞. С этой целью стро-
ятся функции цены wA,wB в играх с нулевой суммой на бесконечном горизонте. Осно-
вываясь на методе обобщенных характеристик уравнений Гамильтона – Якоби, полу-
чим аналитическую структуру функции цены. В случае, когда CA > 0 функция цены wA 
определяется системой четырех функций:

( , ) ( , ),i
A Aw x y x yψ=          если ( , ) ,     1,...,4,i

Ax y E i∈ =
2

1 1 2
22

( )( , ) ,
4A

A

x yx y a
C xy

α αψ +
= −

2
2 1 2

11
(( )(1 ) ( )(1 ))( , ) ,

4 (1 )(1 )
A A

A
A

C x C yx y a
C x y

α αψ − − + − −
= −

− −

в противном случае,

в противном случае.
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3
1 2 22( , ) ,A Ax y C xy x y aψ α α= − − +

4 22 1 2( , ) .A
A A

A

a Cx y v
C

α αψ −
= =

Здесь vA является ценой статической игры с матрицей A.
Показано, что функция цены wA имеет свойства u-стабильности и v-стабильности 

[Krasovskii, Krasovskii 1995; Krasovskii, Subbotin 1988], что может быть выражено в 
виде сопряженных производных [Субботин, Тарасьев 1985]:

D*wA(x,y)|s ≤ H(x,y,s),    (x,y) ∈ (0,1) × (0,1),
s = (s1,s2) ∈ R2,

D*wA(x,y)|s ≥ H(x,y,s),    (x,y) ∈ (0,1) × (0,1),
wA(x,y) ≤ ɡA(x,y),    s = (s1,s2) ∈ R2.

Здесь сопряженные производные D*wA и D*wA и Гамильтониан H определяются сле-
дующим образом:

( )
2

* ( , ) | sup , ( , ) | ( ) ,A A
h R

D w x y s s h w x y h−
∈

= − ∂

( )
2* ( , ) | inf , ( , ) | ( ) ,A Ah R

D w x y s s h w x y h+
∈

= − ∂

H(x,y,s) = –s1x – s2y + max{0,s1} + max{0,s2}.

На рис. 1 представлена структура функции цены w1 в терминальной задаче для пер-
вого игрока. Для случая xA = α2/CA = 0,6, yA = α1/CA = 0,4, e(T – t) = 1,5 показаны 5 обла-
стей Dk, k = 1,...,5, в которых функция цены описывается гладкими компонентами. Эти 
гладкие компоненты удовлетворяют уравнению Гамильтона – Якоби. На линиях Lm,  
m = 1,...,4 происходит непрерывная склейка гладких компонент. Эта склейка негладкая, 
поэтому на указанных линиях проверяются неравенства для сопряженных произво-
дных функции цены. Структура функции цены не является стационарной и зависит от 
времени окончания T.

Структура функции цены w2 для второго игрока строится аналогично поворотом 
квадрата игры на 90°.

Рис. 1. Структура функции цены w1 в терминальной задаче (cоставлено авторами)
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Динамика наилучших ответов игроков
В этом разделе анализируется динамика наилучших ответов игроков для биматрич-

ной игры. Такая игровая динамика имеет такую же структуру, как динамика игры. Отли-
чие данной конструкции в том, что линии переключения обеспечиваются краткосроч-
ными интересами игроков, а именно функциями фитнеса ɡA(x,y) и ɡB(x,y). Это означает, 
что линии переключения для стратегий управления динамики наилучших ответов по-
рождаются статическими приемлемыми ситуациями x = xB, y = yA, образующими точку 
статического равновесия по Нэшу NE = (xB,yA). Отметим, что краткосрочные функции 
фитнеса игроков ɡA(x,y) и ɡB(x,y) существенно отличаются от долгосрочных интересов, 
представленных функциями цены wA(x,y) и wB(x,y).

Таким образом, динамика наилучших ответов игроков определяется системой урав-
нений:

0 0

0 0

( ) ,    ( ) ,
( ) ,    ( ) ,

x t x u x t x
y t y v y t y

= − + =
 = − + =





где стратегии управления u = u(x,y), v = v(x,y) заданы формулами:

Рис. 2. Направления скоростей для первого игрока с краткосрочными интересами  
(cоставлено авторами)

На рис. 2 показаны направления скоростей для первого игрока с краткосрочными 
интересами (определяется функционалом выигрыша ɡA(x,y)).

Модель
Для демонстрации поведения равновесных траекторий в динамических биматрич-

ных играх приведем следующие матрицы выигрышей двух игроков на финансовых 
рынках акций и облигаций. Эти матрицы отражают данные о рынках акций и облига-
ций в США [Wiltermuth 2023].

Матрица A соответствует поведению трейдеров, играющих на повышение курса и 
называемых быками. Матрица B соответствует поведению трейдеров, которые игра-
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ют на снижении курса и называются медведями. Параметры матрицы означают доход-
ность акций и облигаций, выраженную в виде процентных ставок.

Представим матрицы A и B и их основные «игровые» параметры:

10 0
,

1,73 3
A  
=  
     

5 3
,

10 0,5
B

− 
=  
 

CA = 11,25, α1 = 3, α2 = 1,25, xA = 0,11, yA = 0,27,
CB = –17,5, β1 = –2,5, β2 = –9,5, xB = 0,54, yB = 0,14.

 

Рис. 3. Направление скоростей для первого игрока с долгосрочными интересами  
(cоставлено авторами)

На рис. 3 показаны линия переключения управлений первого игрока 1 2
A A AK K K=  ,  

а также направления скоростей для первого игрока с долгосрочными интересами (опре-
деляется глобальным предельным функционалом AJ ∞ ).

На рис. 4 представлены седловые точки SA и SB статической игры, точка статическо-
го равновесия по Нэшу NE, линии KA и KB, сгенерированные функциями цены wA. Рав-
новесные траектории T1, T2 и T3, которые мы называем траекториями динамического 
равновесия по Нэшу, начинают свое движение из начальных точек IP1, IP2 и IP3, затем 
проходят вдоль характеристик уравнений Гамильтона – Якоби, встречаются с линиями 
переключения, на которых возникает скользящий режим, и сходятся в точке динамиче-
ского равновесия по Нэшу, которое мы называем рыночным равновесием ME.

На рис. 5 представлена равновесная траектория TR динамики наилучших ответов 
игроков. Она исходит из начальной точки IP, движется вдоль характеристик уравнений 
Гамильтона – Якоби, переключается от одной характеристики на другую на линиях пе-
реключения x = xB, y = yA и оканчивается в точке статического равновесия по Нэшу NE.

Значения функционалов выигрышей игроков в точке рыночного равновесия ME 
равны следующим величинам в виде процентных ставок:

ɡA(ME) = 2,68, ɡB(ME) = 2,86.

Эти значения превосходят выигрыши игроков в точке статического равновесия по 
Нэшу:

ɡA(NE) = 2,68, ɡB(NE) = 1,86.
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Рис. 4. Траектории динамического равновесия по Нэшу (cоставлено авторами)

Рис. 5. Равновесная траектория динамики наилучших ответов игроков (cоставлено авторами)

«Смешанная» динамика
В этом разделе рассматривается так называемая «смешанная» динамика, в которой 

первый игрок использует гарантирующие стратегии, а стратегии второго игрока фор-
мируются функциями фитнеса ɡA(x,y) и ɡB(x,y). Это означает, что линии переключения 
для стратегий управления первого игрока определяются линиями переключения, гене-
рируемые функцией цены, а линией переключения управлений второго игрока являет-
ся линия x = xB.

На рис. 6 представлены точка статического равновесия по Нэшу NE, линия пере-
ключения KA управления первого игрока, сгенерированная функцией цены wA, линия 
переключения x = xB управления второго игрока, сформированная динамикой наилуч-
ших ответов. Равновесные траектории «смешанной» динамики обозначены символами 
T1, T2 и T3. Они начинают свое движение из начальных точек IP1, IP2 и IP3, затем продол-
жают его вдоль характеристик уравнений Гамильтона – Якоби, встречаются с линиями 
переключения, на которых меняют свое поведение, и сходятся в конечной точке FP.
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Рис. 6. Равновесные траектории «смешанной» динамики (cоставлено авторами)

Значения функционалов выигрышей игроков в точке FP окончания движения рав-
новесных траекторий «смешанной» динамики равны следующим величинам в виде 
процентных ставок:

ɡA(ME) = 5,29, ɡB(ME) = 3,55.

Эти значения доминируют над величинами в точке окончания движения равновес-
ных траекторий динамического равновесия по Нэшу и тем более над показателями ка-
чества равновесной траектории динамики наилучших ответов игроков.

Заключение
В качестве заключения можно отметить, что гарантирующие стратегии, имеющие 

предвидящий (долгосрочный) характер, обладают свойствами, превосходящими дина-
мику наилучших ответов игроков, которые учитывают краткосрочные интересы игро-
ков.

«Смешанная» динамика также наглядно демонстрирует превосходство гарантиру-
ющих стратегий над стратегиями динамики наилучших ответов.
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