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Аннотация. Модель роста для регионов с ресурсозависимой экономикой предусма-
тривает контроль запасов исчерпаемых природных материалов. Данный контроль носит 
тройную нагрузку. Во-первых, он обеспечивает наличие запаса ресурсов во избежание их 
полного исчерпания в прогнозируемом периоде времени. Вторая роль управляющего па-
раметра состоит в определении объема инвестиций, выделяемых на развитие научно-тех-
нологического сектора с целью разработки технологий, позволяющих использовать в про-
изводстве восполняемые и/или заменяемые ресурсы. Третья роль регулятора – обеспечить 
максимум функционала качества задачи управления, который описывает кумулятивный 
уровень относительного роста сбережений, дисконтированного на бесконечном промежут-
ке времени. В настоящей работе подробно рассматриваются первые две задачи регулятора, 
формулируются условия, при которых гарантировано отсутствие рисков исчерпания ре-
сурсов при долгосрочных прогнозах. Третья роль также приобретает свою значимость в 
случае возникновения неединственности в процессе синтеза регулятора на основе решения 
первых двух из указанных задач.
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Abstract. The growth model for resource dependent economies requires for the control of 
stocks of exhaustible natural materials. This control carries a triple burden. Firstly, it ensures the 
availability of a reserve of resources to avoid their complete exhaustion in the expected period of 
time. The second role of the control parameter is to determine the amount of investments allocat-
ed for the development of the scientific and technological sector in order to create technologies 
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that enable the use of renewable and/or recyclable resources in production. The third role of the 
regulator is to provide the maximum possible value of the quality functionality of the control 
problem, which describes the cumulative level of relative savings discounted over an infinite 
period of time. In this paper, the first two tasks of the regulator are considered in detail, and con-
ditions are formulated under which the absence of risks of total resource exhaustion in long-term 
forecasts is guaranteed. The third role also becomes important in the case of non-uniqueness in 
the process of synthesizing a regulator based on solving the first two of these problems.
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Введение
Работа посвящена построению долгосрочных стратегий развития ресурсозависи-

мой экономики, модель которой была предложена А. В. Кряжимским и А. М. Тарасье-
вым [Tarasyev, Zhu 2012; Tarasyev, Zhu 2013]. В качестве основного драйвера развития 
ресурсоемких производств модель предлагает оптимизировать потребление материа-
лов m(t) за счет регулятора, который снижает ресурсозависимость выпуска y(t). В мо-
дели выпуск задается степенной функцией типа Кобба – Дугласа

y(t) = aebtmα(t),

где aebt – общий фактор производительности, а параметр α – коэффициент эластично-
сти производственной функции, принимающий значения в интервале от 0 до 1. Од-
ним из возможных путей для достижения этой цели является инвестирование в объеме  
u(t)y(t) в научно-технологический сектор для разработки менее ресурсозатратных тех-
нологий и/или технологий производства, использующих восполняемые или заменяе-
мые материалы.

Качественно влияние инвестиций на потребление ресурсов определяется продук-
тивностью ресурсов z(t) = y(t)/m(t), которая указывает на размер выпуска, произведен-
ный из единицы объема затраченных ресурсов. При этом относительный уровень из-
менения продуктивности пропорционален инвестициям в снижение ресурсоемкости 
производств

( )
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u t
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Параметр β является коэффициентом пропорциональности между инвестициями и 
относительным ростом продуктивности ресурсов, характеризующим эффективность 
инвестиций.

Вторая задача данного регулятора u(t) состоит в обеспечении сохранности необхо-
димого уровня исчерпаемых ресурсов для бесперебойной работы производств в долго-
срочной перспективе. Динамика потребления ресурсов при степенной производствен-
ной функции y(t) и заданной динамике продуктивности ресурсов Ź(t) определяется 
формулой
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При условии ограниченности ресурсов, которое можно записать в виде M(t) ≤ M0, 
где M0 – изначальный запас ресурсов, а M(t) – общий объем потребленных ресурсов к 
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моменту времени t, текущее потребление материалов m(t) должно удовлетворять инте-
гральному неравенству

00
( ) ( ) .

t
M t m s ds M= ≤∫

В итоге получается динамическая управляемая система в переменных M(t) и m(t), 
удовлетворяющих следующим дифференциальным уравнениям и начальным условиям
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Третья сторона регулятора u(t) раскрывается в требованиях к максимизации инте-
грального показателя качества задачи управления. Итак, в силу того, что общий вы-
пуск y(t) может быть распределен между инвестициями u(t)y(t), расходами на закупку 
материалов p(t)m(t) по ценам p(t) в объеме m(t) и сбережениями s(t), строится балансо-
вое соотношение y(t) = u(t)y(t) + p(t)m(t) + s(t), откуда уровень сбережений в текущий 
момент времени выражается равенством s(t) = y(t)(1 – u(t) – c(t)), где c(t) = p(t)m(t)/y(t) 
задает долю выпуска y(t), расходуемую на закупку материалов. Уровень цен на природ-
ные ресурсы обратно пропорционален их остаткам на текущий момент времени, что 
можно записать в виде равенства p(t) = p0M0/(M0 – M(t)).

Наличие ненулевого объема сбережений s(t) накладывает ограничение на долю u(t) 
выпуска y(t), инвестируемую в повышение эффективности использования ресурсов,  
т. е. 0 ≤ u(t) ≤ 1 – c(t) ≤ ū < 1. 

Интегральный показатель качества процесса управления имеет вид

( )( )
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где положительный параметр ρ определяет дисконтирующий множитель.
Задача управления состоит в поиске такой инвестиционной стратегии u(t), 

удовлетворяющей ограничениям 0 ≤ u(t) ≤ ū < 1, которая максимизирует функционал 
качества J на траекториях динамической системы (M(t), m(t)), отвечающих началь-
ным условиям (0, m0) и фазовым ограничениям M(t) ≤ M0.

Поставленная задача изучалась в работах [Usova, Tarasyev 2015; Tarasyev, Usova, 
Wang 2015]. Ее решение [Кряжимский, Тарасьев, Усова, Ванг 2015] базируется на 
принципе максимума Понтрягина и качественном анализе гамильтоновой системы 
[Tarasyev, Usova 2016]. Численный алгоритм построения оптимального решения осно-
вывается на факте существования нелинейного регулятора [Усова, Тарасьев 2025], ста-
билизирующего гамильтонову систему в окрестности положения равновесия вплоть до 
асимптотической устойчивости по первому приближению.

Вместе с тем данная модель представляет интерес и с точки зрения теории надеж-
ности, которая позволяет выписать допустимые решения задачи управления, удов-
летворяющие всем условиям задачи, т.  е. найденные инвестиционные стратегии u(t) 
будут отвечать ограничениям 0 ≤ u(t) ≤ ū < 1 и выполнять роль регулятора, который 
гарантирует наличие необходимого объема исчерпаемых ресурсов для бесперебойной 
работы производств в долгосрочной перспективе.

В следующем разделе будет приведена вероятностная интерпретация модели и вы-
писаны ограничения на управление u(t), при которых его основная функция как регу-
лятора будет выполнена. Далее приводится иллюстративный пример построения до-
пустимого решения задачи управления при кусочно-постоянной структуре регулятора. 
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Связь показателей модели и вероятностных характеристик
В работе [Усова, Тарасьев 2025] рассматривается иная интерпретация модельных 

переменных. В условиях ограниченности ресурсов вводится случайная величина τ, 
которая определяет момент истощения ресурсов и является абсолютно непрерывной. 
Действительно, функция распределения данной случайной величины задается отно-
шением суммарного количества уже использованных природных ресурсов к их изна-
чальному объему, что в модельных переменных принимает вид Fτ(t) = M(t)/M0, а ее 
плотность выражается равенством fτ(t) = m(t)/M0. В силу динамики модели (M(t), m(t)) 
плотность случайной величины τ является кусочно-гладкой функцией, так как

0
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Здесь же отметим еще одно условие для инвестиционной стратегии. Полученное 
равенство для динамики плотности распределения можно проинтегрировать, что при-
водит к выражению
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Из свойства плотности распределения очевидна справедливость следующего 
утверждения.

Утверждение 1. Кумулятивный объем инвестиций U(t) на полуоси должен удовлет-
ворять интегральному равенству
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Согласно теории надежности [Гнеденко, Беляев, Соловьев 1965], риски истощения 
ресурсов характеризуются показателем hτ (t) = fτ(t)/(1 – Fτ(t)). Для рассматриваемой за-
дачи этот показатель имеет динамику
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В условиях постоянного уровня инвестиций u(t) = u0, (0 ≤ t ≤ T) риски меняются 
согласно логистическому закону. Отметим, что логистическое распределение в моде-
лях роста используется для описания развития экономических показателей в услови-
ях ограниченности ресурсов [Караев, Коновалов 2011; Коновалов, Караев, Мельничук 
2012]. Проинтегрируем последнее уравнение на отрезке [0,T] при заданном начальном 
условии и получим соотношение для опасности истощения ресурсов
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В полученном равенстве неизвестными остаются параметры u0 и T. Их определение 
зависит от ряда предположений, о которых ведется речь в следующем разделе.

Сценарий развития экономической системы 
при двухступенчатой структуре регулятора

Рассмотрим ступенчатый сценарий развития регулятора u(t)
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Для определения параметров этой функции обратимся к результатам качественного 
анализа задачи оптимального управления [Usova, Tarasyev 2015], согласно которым пе-
ременная управления имеет установившееся состояние на уровне u* = b/(αβ), поэтому 
в качестве параметра û выберем стационарное значение регулятора u*.

Далее, для нахождения начального уровня инвестиций u0 и момента переключения T  
используем интегральное ограничение для кумулятивного объема инвестиций U(t), а 
именно

0 0( )
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В полученном равенстве удобно вести линейную замену переменной управления u0 
величиной v = (βu0 – b)/(1 – α). В результате относительно переменных T и v получим 
следующее алгебраическое уравнение, которое эквивалентно исходному выражению с 
учетом особенности в точке v = 0
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Исключая особую точку v = 0, для нахождения обоих неизвестных параметров, не-
обходимо выписать еще одно уравнение. В работе [Usova, Tarasyev 2015] доказано, что 
объем выпуска имеет уровень насыщения y*. Поэтому выразим выпуск y(t) через най-
денные ранее величины
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В пределе по t, стремящемся к бесконечности, объем производства стремится к 
стационарному уровню, откуда вытекает равенство

0

1
*

* 1
0 0

0

1
ln .

bb u v TT b y
y am e am e v T

a m

 −α α − α α  −

 
    = = ⇒ − =         
 

β α
αα

α

Таким образом, получена система двух уравнений для нахождения параметров  v  
и T:

Замечание 1. Отметим, что вырожденная точка v = 0 является решением системы, 
если и только если параметры модели отвечают равенству

1
*

0

0 0

1
ln .

My
b a m m b

 
 α   ≡ −    
 

α α

если v ≠ 0

если v = 0
.
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Однако для используемых модельных данных [Tarasyev, Zhu 2012; Tarasyev, Zhu 
2013; Usova, Tarasyev 2015; Tarasyev, Usova, Wang 2015; Кряжимский, Тарасьев, Усова, 
Ванг 2015] это соотношение не выполняется, поскольку левая часть равенства прини-
мает значение 255,55076, а правая – 18402553,1915, поэтому вырожденная точка ис-
ключается.

Замечание 2. В ситуации, когда A ≤ 0, т. е. предельный уровень выпуска y* ниже 
начального y(0), система не имеет решений. Действительно, при A ≤ 0 из второ-
го уравнения системы получаем ограничение снизу для переменной v, а именно  
v ≥ b/α >> m0 /M0. Соответственно, первое уравнение перепишется в виде
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С учетом того, что v ≥ b/α и T > 0, имеем e-vT ≤ 1. В силу того, что B > 1, левая часть 
равенства всегда строго положительна, однако правая – строго отрицательна. Поэтому 
при A ≤ 0 система не имеет решений. В силу этого в дальнейшем полагаем, что A > 0. 

Важно отметить, что если решение данного уравнения существует, то найденное 
значение переменной v должно удовлетворять условию: –b/(1 – α) ≤ v ≤ (βū – b)/(1 – α), 
которое следует из ограничений на исходную переменную управления 0 ≤ u(t) ≤ ū < 1. 
Исходя из последнего равенства в системе уравнений, требования к моменту переклю-
чения T записываются в виде

T ϵ ℐ: = [Tmin, Tmax],  где min max
0 0

(1 )
,   .

/ / /
A A

T T
b b m M
−

= =
−

α
α α

При этом условия существования решения определяются областями определения 
функций, входящих в уравнения системы. Аккумулируя все ограничения, наложенные 
на искомые величины и параметры модели (m0/M0 << b/α < βū, y* > y(0)), приходим к 
следующему множеству допустимых значений ℳ переменной v:
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Лемма 1. Система уравнений для нахождения начального управления v (или u0) и 
момента времени T переключения управления на стационарное v*= b/α (u* = b/(αβ))
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в области (T, v) ϵ ℐ×ℳ приводится к эквивалентному нелинейному алгебраическому 
уравнению следующего вида:
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Доказательство. Для получения нелинейного уравнения заметим, что момент вре-
мени T ϵ ℐ не может быть нулевым, так как T ≥ Tmin = A(1 – α)/(b/α) > 0. Далее, из второго 
равенства выражаем vT = (b/α)T – A. Наконец, умножением первого уравнения справа 
и слева на T и последующей заменой величины vT выражением (b/α)T – A получается 
нелинейное алгебраическое уравнение, указанное в формулировке леммы.

Лемма 2. Функция G(T) принимает строго положительное значение в точке  
T = Tmax = A/(b/α – m0/M0).

Доказательство проводится прямой подстановкой значения T = Tmax = A/(b/α – m0/
M0) в функцию G(T), которая приводит к выражению

G(Tmax) = AB – A(B – eA – (b/α)Tmax) = A eA – (b/α)Tmax > 0.

Лемма 3. Функция G(T) имеет глобальный минимум в точке

T* = α/b (ln(A/(B – 1)) + A),

которая строго меньше Tmax, и принимает в нем неположительное значение, т.  е.  
G(T*) ≤ 0.

Доказательство. Для нахождения точки экстремума продифференцируем функцию 
G(T) и приравняем производную к нулю:

G’(T) = B(b/α – m0/M0) – A(b/α) eA – (b/α)T = 0 => (B – 1) – A eA – (b/α)T = 0.

Из последнего равенства легко находим T = α/b (ln(A/(B – 1)) + A) = T*, которая кор-
ректно определена в силу ограничений на параметры модели A > 0, B > 1.

Знак второй производной функции G(T) положительный для всех T, поскольку

G’’(T) = A(b/α)2 eA – (b/α)T > 0.

Следовательно, функция G(T) всюду вогнута, что доказывает глобальность найден-
ной точки минимума.

Покажем, что G(T*) ≤ 0 путем прямой подстановки найденного значения T* в функ-
цию G(T):

* * *

* *

( ) ( 1) ( 1) 0 1 1
1 1

ln ( ) 0 ln 1.
1 1 1

b b AB A
G T B T B AB T A

B B
b A A A
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= − + − − ≤ ⇔ ≤ − = − +
− −
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− − −

α α

α

Обозначив строго положительную дробь A/(B – 1) символом z, получим неравенство 
ln(z) ≤ z – 1, которое всегда выполняется при положительных значениях переменной z, 
поскольку функция h(z) = z – 1 – ln(z) имеет глобальный минимум при z = 1 и принима-
ет в точке минимума значение, равное нулю, следовательно, для всех z > 0 функция h(z) 
неотрицательна. О глобальности минимума говорит то, что для всех положительных 
значений переменной z функция h(z) строго вогнута, действительно, h"(z) = 1/z2 > 0.

Для всех T > T* функция G(T) строго возрастает. При этом согласно Лемме 2  
G(Tmax) > 0, а G(T*) ≤ 0. Значит, по определению возрастающей функции, так как  
G(T*) ≤ 0 < G(Tmax), получим T* < Tmax. Таким образом, лемма доказана.

Лемма 4. Пусть параметры модели удовлетворяют условиям A > 0 и B > 1, тогда 
справедливы утверждения: 

1. Если точка минимума T* строго меньше Tmin, то G(Tmin) < 0. 
2. Если G(Tmin) ≥ 0, то точка минимума T* превосходит минимально возможное зна-

чение Tmin параметра T, т. е. T* > Tmin.



34

Bulletin of Liberal Arts University. 2026. Vol. 14, no. 3

Доказательство. Докажем первое утверждение леммы. Пусть T* < Tmin, тогда спра-
ведливы оценки

min *0 ( ) (1 ) ln ln
1 1

( 1).
1

A A

b A A
T T A A A

B B
A

e Ae B
B

− α

< − = − − − = − −
− −

< ⇒ < −
−

α

α α
α

α α

Теперь построим оценку для G(Tmin):

G(Tmin) = A(eαA – α(B – 1) – 1) < A(eαA – αAeαA – 1) = –A(αAeαA – eαA + 1).

Введем вспомогательную функцию g(q) = qeq – eq + 1 и докажем, что она строго 
положительная при q > 0. Производная функции g(q) равна g’(q) = qeq + eq – eq = qeq  
и обращается в ноль в точке q = 0, которая является точкой минимума, так как  
g"(q) = (1 + q)eq > 0 при q > –1. При этом g(0) = 0, следовательно, g(q) > 0 при поло-
жительных значениях аргумента q. Возвращаясь к оценке G(Tmin), выражение в скоб-
ках есть значение функции g(q) при q = αA > 0. Следовательно, в силу доказанного 
свойства функции g(q), значение g(αA) строго больше нуля. Таким образом, обоснована 
первая импликация.

Второе утверждение доказывается аналогично. Пусть G(Tmin) ≥ 0, покажем, что  
T* > Tmin.

Так как G(Tmin) = A(eαA – α(B – 1) – 1) ≥ 0, следовательно, α(B – 1) ≤ eαA – 1. Оценим 
величину

e(b/α)(T* – Tmin) = eαA + ln(A/(B – 1)) = AeαA/(B – 1) = αA eαA/(α(B – 1)) ≥ αA eαA/(eαA – 1).

Как было доказано, g(αA) = αAeαA – eαA + 1 > 0. Откуда легко видеть, что  
αAeαA / (eαA – 1) > 1. Продолжая оценивать величину e(b/α)(T* – Tmin), приходим к тому, что 
e(b/α)(T* – Tmin) > 1. Полученное неравенство доказывает вторую импликацию, так как  
e(b/α)(T* – Tmin) > 1 тогда и только тогда, когда (b/α)(T* – Tmin) > 0, следовательно, T* > Tmin. 
Лемма доказана.

Утверждение 2. Нелинейное алгебраическое уравнение

0
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( ) 0
b

A Tmb
G T B T A B e
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= − − − =  
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α

имеет решение T0 ϵ ℐ, удовлетворяющее условию T0 ϵ ℐ, v0 ϵ ℳ, если уровень насыще-
ния y* выпуска превышает начальный y(0) (A > 0), а параметры модели отвечают усло-
вию b/α – m0/M0 > 0 (B > 1). При этом решение будет единственно, если и только если 
выполнено условие y* < am0

α (bM0/m0 + 1 – α) или y* = am0
α·exp(b·M0/m0 – α), в противном 

случае решений будет два (условия существования корней и схематичное изображение 
их местоположения представлены в таблице 1 и на рисунке 1 соответственно).

Таблица 1. Условия существования корней уравнения1

Table 1. Conditions for the existence of the equation’s roots
Корни Оценки корней Условие

2 корня: T01, T02 0 < Tmin ≤ T01 < T* < T02 y* ≥ am0
α (bM0/m0 + 1 – α)

1 корень: T0 T0 = T* y* = am0
α·exp(b·M0/m0 – α)

1 корень: T0 T0 > T* y* < am0
α (bM0/m0 + 1 – α)

1 Составлено авторами.
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Рис. 1. Существование и расположение нулей функции G(T) = 02

Fig. 1. The Existence and Location of the Zeros of the Function G(T) = 0

Доказательство. Согласно Лемме 3 функция G(T) имеет глобальный минимум в 
точке T*, в которой принимает неположительное значение. Рассмотрим два случая.

1. Пусть G(Tmin) ≥ 0, тогда (по Лемме 4) Tmin < T*. Поскольку функция G(T) непре-
рывна, на отрезке [Tmin, T*] убывает и G(T*) ≤ 0 ≤ G(Tmin), то найдется такое значение T01 
переменной T, что G(T01) = 0, при этом T01 ϵ [Tmin, T*). Далее, при T ϵ (T*, Tmax] функция 
G(T) строго монотонно возрастает и при этом G(T*) ≤ 0 < G(Tmax) (см. Леммы 2 и 3). 
Значит, в силу непрерывности функции G(T) существует точка T02 ϵ (T*, Tmax] такая, что 
G(T02) = 0. Таким образом, при G(Tmin) ≥ 0 уравнение G(T) = 0 имеет два корня. В исход-
ных параметрах модели условие G(Tmin) ≥ 0 переписывается в виде y* ≥ am0

α (bM0/m0 + 
1 – α) (см. доказательство Леммы 3). 

Существует особый случай, когда корни T01 и T02 совпадают. Такое возможно, если 
G(T*) = 0, тогда T01 = T02 = T*. При этом выражение G(T*) = 0 приводит к равенству (см. 
доказательство Леммы 3)
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Полученное значение для уровня насыщения роста выпуска y* = am0
α·exp(b·M0/m0 – 

α) удовлетворяет ограничению y* ≥ am0
α (bM0/m0 + 1 – α). Действительно, в силу того, 

что для всех положительных значений аргумента q справедливо неравенство eq – q – 1 
> 0, то при подстановке в это неравенство величины q = bM0/m0 – α = α(B – 1) > 0 име-
ем exp(bM0/m0 – α) – (bM0/m0 – α) – 1 > 0. Умножив полученное неравенство на am0

α > 
0, получим am0

α·exp(b·M0/m0 – α) ≥ am0
α (bM0/m0 – α + 1), т. е. y* ≥ am0

α (bM0/m0 + 1 – α).

2 Составлено авторами.



36

Bulletin of Liberal Arts University. 2026. Vol. 14, no. 3

2. Пусть G(Tmin) < 0. Предположим дополнительно, что Tmin ≤ T*. Тогда на отрез-
ке [Tmin. T*] функция G(T) не возрастает, и ее значения удовлетворяют неравенству  
G(T*) ≤ G(Tmin) < 0, которое свидетельствует об отсутствии нулей функции G(T) на от-
резке [Tmin. T*]. Далее рассмотрим диапазон (T*, Tmax] для переменной T. На этом полу-
интервале функция G(T) строго монотонно возрастает, при этом справедливы оценки 
G(T*) ≤ 0 < G(Tmax) (см. Леммы 2 и 3). Следовательно, в силу непрерывности функции 
G(T) существует единственное значение T0 ее переменной T, при котором функция об-
ращается в ноль, т. е. G(T0) = 0. Таким образом, утверждение доказано.

Следствие. Начальный уровень управления u0 по найденным (см. Утверждение 2) 
значениям момента переключения T вычисляется по формуле

0

1
.

b A
u

T
−

= −
α

αβ β

Доказательство. Возвращаясь к исходной системе уравнений для нахождения на-
чального управления v и момента переключения T (см. Лемму 1), из второго уравнения 
можно выразить значение параметра v, а именно v = b/α – A/T. Согласно Утвержде-
нию 2 момент времени T найден, поэтому параметр v также можно считать извест-
ным. С исходным значением переменной управления u0 параметр v связан равенством  
v = (βu0 – b)/(1 – α). Выражение из полученного равенства исходного начального значе-
ния управления u0 завершает доказательство следствия.

Замечание. В ситуации, когда существует два решения T01, T02 уравнения G(T) = 0, 
также находится и два значения u01, u02 начального уровня инвестиций. В этой связи 
наиболее предпочтительным будет считаться то решение, которое доставляет наиболь-
шее значение функционалу качества J(·) исходной задачи управления
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Аналитическое исследование данного выражения представляется достаточно гро-
моздким, поэтому при наличии двух решений u01 и u02 выбор наилучшего осуществля-
ется численно.

Таким образом, полностью определены параметры регулятора u(t) ступенчатого 
вида и построена функция выпуска y(t). Для завершения остается вычислить осталь-
ные модельные величины.

Утверждение 3. При двухступенчатой структуре регулятора основные модельные 
переменные вычисляются согласно следующим формулам.

Основные показатели расхода материалов:
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Вероятностные характеристики модели – плотность, распределение и функция  
риска:
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Показатели изменения цены и объемов производства:
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Относительная стоимость потребляемых ресурсов в объеме выпуска, производи-
тельность ресурсов и объемы сбережений:
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Доказательство утверждения проводится непосредственным вычислением указан-
ных модельных переменных при условии, что управление v(t) (линейно связанное с u(t)) 
имеет структуру двухступенчатого регулятора. Поскольку динамика потребления ре-
сурсов подчиняется экспоненциальному закону ṁ(t) = -v(t)m(t) с начальным уровнем m0,  
то для всех t от 0 до T0 потребление ресурсов отвечает формуле m(t) = m0exp(-v0t), для 
последующих моментов времени, начиная от T0, расход подчиняется экспоненциально-
му закону m(t) = m0exp(-v0T0 – b(t – T0)/α). Интегрируя полученные равенства для теку-
щих объемов потребления m(t), находим суммарный уровень использованных ресур- 
сов M(t) при учете того, что M(0) = 0.

Остальные величины, как было описано в начале статьи и приведено выше, зависят 
только от значений найденных модельных переменных. Утверждение доказано.

В следующем разделе приводятся результаты вычислительных экспериментов для 
модели роста с двухступенчатым регулятором.

Численные эксперименты
Для вычисления модельных переменных использовались данные, приведенные в 

работах [Tarasyev, Zhu 2012; Tarasyev, Zhu 2013; Usova, Tarasyev 2015; Tarasyev, Usova, 
Wang 2015; Кряжимский, Тарасьев, Усова, Ванг 2015], а именно p0 = 100,00, ū = 0,12, 
a = 64,335, b = 0,0686, ρ = 0,18, α = 0,4091, β = 1,5226, M0 = 1,8121·106, m0 = 0,09847.

Согласно исследованиям [Tarasyev, Zhu 2013; Usova, Tarasyev 2015; Tarasyev, Uso-
va, Wang 2015; Кряжимский, Тарасьев, Усова, Ванг 2015] задачи оптимального управ-
ления [Tarasyev, Zhu 2013; Usova, Tarasyev 2015; Кряжимский, Тарасьев, Усова, Ванг 
2015] стационарный уровень выпуска y* равен 1,024·109 и превосходит величину  
am0

α (bM0/m0 + 1 – α) = 3,146·107, т. е. y* > am0
α (bM0/m0 + 1 – α). Следовательно, началь-

ный уровень инвестиций определяется неединственным образом, так как существует 
два решения T01 и T02 (0 < Tmin ≤ T01 < T* < T02) уравнения G(T) = 0 (см. Утверждение 2).

Численное решение уравнения G(T) = 0 дает следующие корни: T01 = 173,1942 и  
T02 = 255,5508. Соответствующие этим моментам переключения начальные управления 
определяются значениями: u01 = 0,0141 и u02 = 0,0451. Функционал качества для най-
денных пар значений (T01, u01) и (T02, u02) равен J1 = 18,4393 и J2 = 17,7087 соответствен-
но. Поскольку J1 > J2, считаем, что первая пара более предпочтительна с точки зрения 
исходной задачи оптимизации, где необходимо максимизировать функционал качества 
J(m0, M(0), u) на траекториях динамической системы. 

Ниже представлены графики траекторий развития ряда параметров модели, опи-
санных в Утверждении 3, дополнительно представлен график регулятора u(t) двух-
ступенчатого вида и подынтегральной функции e-ρt·ln(s(t)) функционала качества J(m0, 
M(0) = 0, u) процесса управления u(t). При построении решений использовались следу-
ющие расчетные показатели: момент смены управления T0 = T01 = 173,1942, начальное 
управление u0 = u01 = 0,0141, что соответствует значению v0 = v01 = -0,0797 вспомога-
тельной управляющей переменной v(t) = (βu(t) – b)/(1 – α).
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Рис. 2. Расход материалов, m(t)3

Fig. 2. The Consumption of Materials, m(t)

Рис. 3. Суммарный объем потребления ресурсов, M(t)
Fig. 3. Total Resource Consumption, M(t)

3 Рисунки 2–11 составлены авторами.
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Рис. 4. Регулятор двухступенчатого вида, u(t)
Fig. 4. The Two-step Regulator, u(t)

Рис. 5. Риски истощения ресурсов, hτ(t)
Fig. 5. Risks of Resources Depletion, hτ(t)
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Рис. 6. Цены на ресурсы, p(t)
Fig. 6. Prices for Resources, p(t)

Рис. 7. Объем выпуска, y(t)
Fig. 7. The Volume of Production, y(t)
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Рис. 8. Стоимость ресурсов в доле выпуска, c(t)
Fig. 8. The Cost of Resources as a Share of Production, c(t)

Рис. 9. Продуктивность ресурсов, z(t)
Fig. 9. The Productivity of Resources, z(t)
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Рис. 10. Сбережения, s(t)
Fig. 10. Savings, s(t)

Рис. 11. Относительный прирост сбережений, Δs(t)/s(t)
Fig. 11. A Relative Increase in Savings, Δs(t)/s(t)

На рисунке 2 представлены траектории потребления ресурсов m(t), которые демон-
стрируют экспоненциально растущую динамику до момента переключения и, в после-
дующем, экспоненциально-убывающий тренд. Показатели первоначального роста и 
последующего убывания различны. Рост происходит менее интенсивно, со скоростью 
|v0| = 0,0797, а темп убывания составляет величину b/α = 0,1677, превосходя темпы 
роста более чем в 2,1 раза. Однако именно такое соотношение обеспечивает низкие 
показатели рисков hτ(t) истощения ресурсов, которые в асимптотике приближаются к 
уровню b/α = 0,1677, не превосходя его (см. рис. 5). Суммарный объем потребленных 
ресурсов M(t) имеет S-образный тренд (см. рис. 3) с уровнем насыщения, обусловлен-
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ным фазовыми ограничениями на изначальный общий запас ресурсов M0 = 1,8121·106. 
Структура двухступенчатого регулятора u(t) графически продемонстрирована на ри-
сунке 4. Стартуя с уровня u0 = 0,0141, что составляет долю в 1,4 % от уровня выпу-
ска y(t), инвестируемую в повышение продуктивности ресурсов z(t), в момент време- 
ни T0 регулятор u(t) переключается на более интенсивную инвестиционную стратегию  
u* = b/(αβ) = 0,1101, составляющую 11,01 % от уровня выпуска y(t), что гарантирует 
ресурсную обеспеченность производств.

Цены на ресурсы p(t) демонстрируют неограниченный рост (см. рис. 6), что об-
условлено их обратной пропорциональностью объемам доступного запаса ресурсов.  
На рисунке 7 изображена траектория роста выпуска y(t), обладающего уровнем насы-
щения y*. Темпы роста производства зависят от инвестиционной стратегии, и до мо-
мента переключения T0 объемы выпуска растут экспоненциально с показателем роста 
b – αv0 = 0,1012.

Доля выпуска y(t), которая расходуется на закупку ресурсов в объеме m(t) по це-
нам p(t), изображена на рисунке 8. Она, в отличие от растущих темпов инвестирова-
ния u(t)y(t), в целом обладает нисходящим трендом, что объясняется снижением ре-
сурсозависимости производств. Предельный показатель доли расходов выпуска на 
закупку ресурсов равен с* = 0,0297, что составляет 2,97 % от объемов производства 
y(t), по абсолютной величине предельные расходы на закупку достигают величины  
limt→+∞(m(t)p(t)) = p0M0hτ

* = p0M0b/α= 30,3862 млн условных денежных единиц.
На рисунке  9 изображена динамика роста продуктивности ресурсов z(t), опреде-

ляемая количеством материалов, затраченным на единицу выпуска z(t) = y(t)/m(t) =  
= aebtm-(1-α)(t). Подставляя в полученное равенство функцию расхода ресурсов, получим 
выражение для их продуктивности
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Важно отметить, что, исходя из области определения ℐ параметра управления v, его 
значения не могут быть ниже уровня -b/(1-α), который отвечает нулевому порогу инве-
стиций. Следовательно, параметр начального уровня управления отвечает неравенству 
v0 ≥ -b/(1–α), откуда можно сделать вывод о том, что экспоненциальный темп роста 
продуктивности z(t) на отрезке времени [0, T0] до момента смены режима регулятора 
на стационарный v* = b/α определяется положительным показателем роста, равным  
b + (1 – α)·v0 = 0,0215. Этот показатель в 7,8053 меньше темпа роста продуктивности 
ресурсов, отвечающего стационарному уровню v* = b/α = 0,1677.

Рост сбережений s(t) изображен на рисунке 10. Данный параметр модели линейно 
зависит от управления u(t), а именно s(t) = y(t) – u(t)y(t) – p(t)m(t). Двухступенчатая 
структура регулятора u(t) приводит к тому, что функция s(t) терпит разрыв в точке T0 
смены режимов управления. До переключения сбережения растут по показательно-
му закону, начиная с уровня 14,7248 условных денежных единиц, а после переключе-
ния на стационарный режим их уровень выходит на константный показатель, равный  
s* = 0,8805 млрд условных денежных единиц. Здесь интересно отметить, что начальное 
распределение выпуска y0 = am0

α имеет следующую структуру: на инвестиции тратится 
1,4110 %, на закупку ресурсов – 39,5090 %, на сбережения – 59,0800 % от y0. Предель-
ное перераспределение уровня выпуска y* выглядит следующим образом: 11,0130 % на 
инвестиции, 2,9686 % на закупку ресурсов и 86,0184 % на сбережения. Таким образом, 
значительно падает доля расходов на закупку ресурсов, уменьшаясь на 36,5404 %. При 
этом происходит рост расходов на инвестиции – на 9,602 %, а также рост сбережений, 
составляющий 26,9384 % в сравнении с первоначальной долей выпуска, направленной 
на сбережения.
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На последнем графике (см. рис. 11) изображен относительный прирост сбереже-
ний, который демонстрирует нисходящий тренд. После момента времени переключе-
ния T0 прирост сбережений останавливается в принципе, поскольку они выходят на 
стационарный уровень s* = y*(1- u*- c*).

Заключение
В работе рассмотрена модель развития экономики региона в условиях строгого 

контроля за ресурсами производства ввиду их исчерпаемости. В модели представ-
лен многосторонний контроль за ресурсами. Прежде всего, в модель вводятся фазо-
вые ограничения 0 ≤ M(t) ≤ M0. Далее осуществляется разработка сценариев развития, 
предусматривающих политику снижения ресурсозависимости путем инвестирования 
в научно-технологический сектор экономики с целью разработки более эффективных 
производственных процессов с точки зрения потребления материалов. Вследствие по-
вышения продуктивности ресурсов, высвобожденные от расходов на закупку матери-
алов средства могут быть направлены как на вложения в дальнейшие научно-техниче-
ские разработки, так и на увеличение объемов сбережений. Последнее, в свою очередь, 
является показателем качества процесса управления в оптимизационной задаче. Таким 
образом, все три задачи, возлагаемые на управление, могут быть решены при помощи 
двухступенчатого регулятора, описанного в работе, если параметры модели удовлетво-
ряют двум ограничениям: предельный уровень выпуска y* превосходит изначальный 
y(0), а начальный уровень риска истощения ресурсов m0/M0 ниже предельного b/α. Оба 
условия вполне логичны и выполняются для многих экономик. Здесь важно отметить, 
что двухступенчатый регулятор не доставляет оптимального решения задачи, однако 
построенные траектории являются допустимыми.

Завершают работу результаты численных экспериментов, которые наглядно под-
тверждают полученные теоретические выводы.
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